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Tóm tắt: Với một ideal đơn thức 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅) là một hàm tuyến tính khi 𝑠 đủ lớn là tính chất 

quen thuộc của hàm chỉ số chính quy. Vấn đề xác định chỉ số dừng 𝑠0 để 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅) là hàm 

tuyến tính và xác định các hệ số 𝑎, 𝑏 trong biểu diễn ⁡𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅) = 𝑎𝑠 + 𝑏 với mọi 𝑠 ≥ 𝑠0 

được rất nhiều nhà khoa học quan tâm. Có thể tiếp cận các vấn đề này từ khái niệm dải tự 

do tối tiểu hay dựa vào tính chất của các phần tử sinh của ideal 𝐼 hay dựa vào bài toán quy 

hoạch tuyến tính. Trong bài báo này tác giả sẽ chỉ ra rằng hàm chỉ số chính quy của bao 

đóng nguyên của luỹ thừa ideal cạnh 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅)⁡ là hàm tuyến tính có hệ số góc 2 với n đủ lớn 

và chỉ số dừng 𝑟𝑒𝑔 − 𝑠𝑡𝑎𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝐼) với đồ thị Petersen thông qua đa diện Newton và bài toán 

quy hoạch tuyến tính. 

Từ khoá: bao đóng nguyên, chỉ số chính quy, chỉ số dừng, đồ thị petersen, ideal cạnh. 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ 
Chỉ số chính quy Castelnuovo-Mumford (gọi tắt là chỉ số chính quy) được bắt nguồn từ 

công trình về đường cong xạ ảnh của Castelnuovo và được Mumford [2] phát biểu định nghĩa 

cho các đa tạp xạ ảnh. Khái niệm này thiết lập mối liên hệ giữa lý thuyết đối đồng điều địa 

phương và các môđun xoắn phân bậc hữu hạn sinh trên vành đa thức trên một trường. Với 

𝑅 = 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑟] là một vành đa thức và 𝑚 = (𝑥1, … , 𝑥𝑟) là ideal thuần nhất cực đại trong 

𝑅. Cho 𝑀 là 𝑅 −môđun hữu hạn sinh, với mỗi 𝑖 = 0,… , 𝑑𝑖𝑚𝑀, bất biến 𝑎𝑖 của 𝑀 được định 

nghĩa như sau: 
𝑎𝑖(𝑀) = max{𝑡|𝐻𝑚

𝑖 (𝑀)𝑡 ≠ 0}, (1) 

ở đó 𝐻𝑚
𝑖 (𝑀) là mô đun đối đồng điều địa phương của 𝑀 với giá 𝑚, với quy ước rằng 

𝑎𝑖(𝑀) = −∞ nếu 𝐻𝑚
𝑖 (𝑀) = 0. Khi đó chỉ số chính quy của 𝑀 được định nghĩa bởi 

𝑟𝑒𝑔(𝑀) = max{𝑎𝑖(𝑀) + 𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ dim𝑀}. (2) 

Với 𝐼 là một ideal thuần nhất thực sự của 𝑅 ta có nhận xét rằng 𝑟𝑒𝑔⁡(𝐼) = 𝑟𝑒𝑔⁡(𝑅⁡/𝐼) +
1, điều này giúp ta nghiên cứu với 𝑟𝑒𝑔(𝑅/𝐼) thay vì nghiên cứu với 𝑟𝑒𝑔(𝐼).  

Bao đóng nguyên của ideal 𝐼 là tập 𝐼 ̅ gồm các phần tử 𝑥 ∈ 𝑅 thoả mãn một quan hệ 

nguyên dạng:  

𝑥𝑛 + 𝑎1. 𝑥
𝑛−1 + 𝑎2. 𝑥

𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−1. 𝑥 + 𝑎𝑛 = 0, 𝑎𝑖 ∈ 𝐼
𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. (3) 

Năm 1999, Cutkosky, Herzog và N.V. Trung [1] và độc lập với họ có Kodiyalam cùng 

chứng minh được rằng 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅) là một hàm tuyến tính khi 𝑠 đủ lớn. Giả sử 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅) = 𝑎. 𝑠 +
𝑏 với 𝑠 đủ lớn. Khi đó ta có khái niệm chỉ số dừng của hàm chỉ số chính quy: 

𝑟𝑒𝑔 − 𝑠𝑡𝑎𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝐼) = min{𝑠𝑜 ≥ 1 |𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅) = 𝑎𝑠 + 𝑏, 𝑠 ≥ 𝑠𝑜}.   (4) 

Chỉ số chính quy 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅)⁡và chỉ số dừng 𝑟𝑒𝑔 − 𝑠𝑡𝑎𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝐼)⁡là đối tượng nghiên cứu của 

nhiều nhà khoa học. Đây là các vấn đề khó, chưa có cách tiếp cận mang tính tổng quát và 

hiệu quả. Hiện nay, các nhà khoa học đang tập trung nghiên cứu hai khái niệm này đối với 

các ideal đặc biệt [3], [5], [6]. Trong bài báo này tác giả sẽ trình bày các kết quả liên quan 
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đến chỉ số chính quy 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑠̅)⁡và chỉ số dừng 𝑟𝑒𝑔 − 𝑠𝑡𝑎𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝐼) đối với 𝐼 là ideal cạnh của đồ 

thị Petersen. 

2. NỘI DUNG 
Trong phần này, ta xét 𝑅 = 𝑘[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟]. Trước tiên, tác giả nhắc lại về phức đơn 

hình và một số kiến thức đại số tổ hợp. 

2.1. Phức đơn hình, đa diện Newton và công thức Takayama 

Phức đơn hình Δ trên tập 𝑉 = {1,2, … , 𝑟} là tập hợp các tập con của 𝑉, gọi là các mặt, 
thoả mãn rằng nếu 𝐹 ∈ Δ, 𝐺 ⊂ 𝐹 thì 𝐺 ∈ Δ. Một mặt của Δ không chứa trong một mặt khác 
của Δ được gọi là mặt cực đại. Với 𝑇 ⊂ 𝑉, kí hiệu 𝑥𝑇 = ∏ 𝑥𝑖𝑖∈𝑇 . Ideal Stanley-Reisner liên 
kết với phức đơn hình Δ là ideal đơn thức không chứa bình phương 𝐼Δ = (𝑥𝑇|𝑇 ∉ Δ). Nếu 𝐼 
là một ideal không chứa bình phương thì nó là một ideal Stanley-Reisner của phức đơn hình 
Δ(𝐼) = {𝑇 ⊂ 𝑉|𝑥𝑇 ∉ 𝐼}. Nếu 𝐼 là ideal đơn thức bất kì ta cũng dùng kí hiệu Δ(𝐼) là phức đơn 
hình ứng với ideal đơn thức không chứa bình phương  

√𝐼 = {𝑓 ∈ 𝑅|𝑓𝑛 ∈ 𝐼⁡với⁡𝑛 ∈ ℕ∗⁡nào⁡đó}. 
Để mô tả một ideal đơn thức người ta dùng đa diện Newton, điều này giúp việc nghiên 

cứu các ideal đơn thức phần nào bớt trừu tượng. Cho vectơ cột 𝛼 ∈ ℕ𝑟 ta viết 𝑥𝛼 =
𝑥1
𝛼1 …𝑥𝑟

𝛼𝑟 . 
Định nghĩa 1. Cho 𝐼 là một ideal đơn thức của 𝑅. Chúng ta định nghĩa 

(i) Với một tập con 𝐴 ⊂ 𝑅, tập các mũ của 𝐴 là 𝐸(𝐴) ≔ {𝛼|𝑥𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ ℕ𝑟 . 
(ii) Đa diện Newton của 𝐼 là 𝑁𝑃(𝐼) ≔ 𝑐𝑜𝑛𝑣{𝐸(𝐼)} là bao lồi của tập các mũ của I trong 
không gian ℝ𝑟 . 
Bao đóng nguyên của một ideal đơn thức 𝐼 cũng là một ideal đơn thức, ta cũng có thể 

miêu tả 𝐼 ̅như sau: 

𝐸(𝐼)̅ = 𝑁𝑃(𝐼) ∩ ℕ𝑟 = {𝛼 ∈ ℕ𝑟|𝑥𝑛𝛼 ∈ 𝐼𝑛, 𝑛 ≥ 1⁡nào⁡đó}. 
𝑁𝑃(𝐼𝑛) = 𝑛𝑁𝑃(𝐼) = 𝑛𝑐𝑜𝑛𝑣{𝐸(𝐼)} + ℝ+

𝑟 , với⁡mọi⁡𝑛 ≥ 1. 
Bổ đề 2. ([3, Bổ đề 3.3]) Đa diện Newton 𝑁𝑃(𝐼) là tập nghiệm của hệ bất phương trình có 
dạng  

{𝑥 ∈ ℝ𝑟|𝑎𝑖𝑥 ≥ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑠},⁡ 
ở đây 𝑎𝑖 = (𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑟) là các vectơ dòng, sao cho mỗi siêu phẳng với phương trình 𝑎𝑖𝑥 =
𝑏𝑖 xác định một mặt cực đại của 𝑁𝑃(𝐼), chứa 𝑡𝑖 điểm độc lập affine của 𝐸(𝐺(𝐼)), 𝐺(𝐼) là hệ 

các dơn thức sinh ra ideal 𝐼, và song song với 𝑟 − 𝑡𝑖 các vectơ cơ sở chính tắc. Hơn nữa 
chúng ta có thể chọn 0 ≠ 𝑎𝑖 ∈ ℕ

𝑟 , các số nguyên dương 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑠 sao cho 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖 ≤
𝑑(𝐼)𝑡𝑖 với mọi 𝑖, 𝑗, trong đó 𝑡𝑖 là số thành phần toạ độ khác không của 𝑎𝑖. 

Với 𝐼 là một ideal đơn thức khác không, vì 𝑅/𝐼 là một đại số ℕ𝑟 phân bậc nên 𝐻𝑚
𝑖 (𝑅/𝐼) 

là một 𝑅/𝐼 mô đun  ℤ𝑟 phân bậc với mọi 𝑖. Với mỗi bậc 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟) ∈ ℤ
𝑟 , để tính 

dim𝑘 𝐻𝑚
𝑖 (𝑅/𝐼)𝛼 ta dùng công thức được đưa ra bới Takayama cái được tổng quát từ công 

thức của Hochster trong trường hợp 𝐼 là ideal không chứa bình phương. 

Đặt 𝐺𝛼 = 𝑠𝑢𝑝𝑝
−(𝛼) = {𝑖|𝛼𝑖 < 0}. Với một tập con 𝐹 ⊂ 𝑉, đặt 𝑅𝐹 = 𝑅[𝑥𝑖

−1|𝑖 ∈ 𝐹]. Khi 

đó phức bậc Δ𝛼(𝐼) được xác định bởi: 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡Δ𝛼(𝐼) = {𝐹 ⊂ 𝑉\G𝛼|x
𝛼 ∉ IR𝐹∪𝐺𝛼}.  (5) 

Bổ đề 3. ([4, Định lý 2.2] -công thức của Takayama]). Ta có 

dimk𝐻𝑚
𝑖 (𝑅/𝐼)𝛼 = {

dimk 𝐻̃𝑖−|𝐺𝛼|−1 (Δ𝛼(𝐼); 𝑘)⁡nếu⁡𝑠𝑢𝑝𝑝
−(𝛼) ⊂ Δ(𝐼)

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ngược⁡lại
. 

(6) 

Gọi Γ ⊂ Δ(𝐼𝑛̅) là một phức đơn hình con với tập đỉnh 𝑉(Γ) ⊂ [𝑟]. Chúng ta đặt  

𝑎Γ,𝑖(𝐼𝑛̅) = {
sup{|𝛼|| 𝛼 ∈ ℤ𝑟⁡và⁡Δ𝛼(𝐼𝑛̅) = Γ⁡nếu⁡𝐻̃𝑖+|𝑉(Γ)|−𝑟−1(Γ; k) ≠ 0⁡

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡trong⁡trường⁡hợp⁡khác.
  

                 
(7) 
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Hệ quả 4. ([3, Hệ quả 3.5.]) Ta có 𝑎𝑖(𝑅 𝐼𝑛̅⁄ ) = max{𝑎Γ,𝑖(𝐼𝑛̅)|Γ ⊂ Δ(𝐼𝑛̅)}⁡và nếu 

𝐻̃𝑖+|𝑉(Γ)|−𝑟−1(Γ; k) ≠ 0 thì 𝑎𝑖(𝑅 𝐼𝑛̅⁄ ) ∈ ℤ. 
Ta gọi supp(𝑎𝑖) = {𝑗|𝑎𝑖𝑗 ≠ 0} là giá của 𝑎𝑖 . 

Bổ đề 5. ([3, Bổ đề 3.7.]) Giữ nguyên các kí hiệu của Bổ đề 2. Cho 𝛼 ∈ ℤ𝑟 , 𝑛 ≥ 1. Giả sử 
rằng 𝑠𝑢𝑝𝑝−(𝛼) ∈ Δ(𝐼).⁡Khi đó ta có 

Δ𝛼(𝐼𝑛̅) = 〈[𝑟]\(𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑎𝑖) ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝
−(𝛼)|𝑖 ≤ 25; 𝑠𝑢𝑝𝑝−(𝛼)

⊂ [𝑟]\𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑎𝑖)⁡và⁡∑ 𝑎𝑖𝑗𝛼𝑗
𝑗∉𝑠𝑢𝑝𝑝−(𝛼)

< 𝑛𝑏𝑖〉. 

(8) 

2.2. Đa diện nguyên và bất biến 𝑎𝑖(𝑅 𝑰𝒏̅⁄ ) 
Từ công thức (1) và (2) ta có thể giả sử 𝐻𝑚

𝑖 (𝑅 𝐼𝑛̅⁄ )𝛼 ≠ 0 với 𝑖 ≥ 0, 𝑛 ≥ 1, 𝛼 =
(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟) ∈ ℤ

𝑟.  
Theo Bổ đề 3, ta có dimk𝐻𝑚

𝑖 (𝑅 𝐼𝑛̅⁄ )𝛼 = dimk 𝐻̃𝑖−|𝐺𝛼|−1 (Δ𝛼(𝐼
𝑛̅); 𝑘) ≠ 0. Theo Hệ quả 

4 ta suy ra 𝑎𝑖(𝑅 𝐼𝑛̅⁄ ) ∈ ℤ. 
Cho Γ là một phức đơn hình con của Δ(𝐼) sao cho Γ = Δ𝛼(𝐼𝑛̅) với 𝛼 ∈ ℤ𝑟 nào đó, 𝑛 ≥

1. Không mất tính tổng quát ta giả sử 𝑉(Γ) = 𝑟′, 𝑟′ ≤ 𝑟 sao cho 𝑠𝑢𝑝𝑝−(𝛼) = {𝑟′ + 1,… , 𝑟}, 
hơn nữa ta có thể giả sử 𝑠𝑢𝑝𝑝−(𝛼) ⊂ [𝑟]\𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑎𝑖), 𝑖 = 1,2, … 𝑠′ và 𝑠𝑢𝑝𝑝−(𝛼) không nằm 
trong [𝑟]\𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑎𝑖) với 𝑖 > 𝑠′, 𝑠′ ≤ 𝑠. Khi đó theo (8) ta có thể  giả sử rằng 

Γ = 〈[𝑟]\𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑎𝑖) ∪ 𝑠𝑢𝑝𝑝
−(𝛼)|𝑖 = 1,… , 𝑠′′〉⁡với⁡𝑠′′ ≤ 𝑠′. (9) 

Với vectơ dòng 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑟) ∈ ℝ
𝑟 kí hiệu 𝑎′ = (𝑎1, … , 𝑎𝑟′) ∈ ℝ

𝑟′ . Tương tự 
vectơ dòng. Ta xét các đa diện: 

𝑄Γ.𝑛 = {𝑥
′ ∈ ℝ𝑟′|

𝑎𝑖
′. 𝑥′ ≤ 𝑛. 𝑏𝑖 − 1, 𝑖 = 1,… , 𝑠

′′

𝑎𝑙
′. 𝑥′ ≥ 𝑛. 𝑏𝑙 − 1, 𝑙 = 𝑠

′′ + 1,… , 𝑠′

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑟′
},      (10) 

𝑃Γ.𝑛 = {𝑥
′ ∈ ℝ𝑟′|

𝑎𝑖
′. 𝑥′ ≤ 𝑛. 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑠

′′

𝑎𝑙
′. 𝑥′ ≥ 𝑛. 𝑏𝑙 , 𝑙 = 𝑠

′′ + 1,… , 𝑠′

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,… , 𝑟′
}.     (11) 

Bổ đề 6. ([3, Định lý 3.8.]) Khi ⁡𝐻̃𝑖+𝑟′−𝑟−1(Γ; k) ≠ 0 thì  

𝑎Γ,𝑖(𝐼𝑛̅) = sup{𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑟′| 𝑥
′ ∈ 𝑄Γ,𝑛 ∩ ℕ

𝑟′} + 𝑟′ − 𝑟.     (12) 

Ta có nhận xét rằng, nếu gọi 

𝜓𝑛 = max{𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑟′| 𝑥
′ ∈ 𝑃Γ,𝑛}, 

Ψ𝑛 = max{𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑟′| 𝑥
′ ∈ 𝑄Γ,𝑛}, 

𝑀𝑛 = max{𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑟′| 𝑥
′ ∈ 𝑄Γ,𝑛 ∩ ℕ

𝑟′}. 

   (13) 

thì 𝜓 = 𝜓1, 𝜓𝑛, Ψ𝑛 đạt được tại một đỉnh của 𝑃Γ,1, 𝑃Γ,𝑛, 𝑄Γ,𝑛 và 𝜓𝑛 = 𝜓𝑛. Theo [3, mệnh đề 

1.3.] ta có Ψ𝑛 = 𝜓. 𝑛 + 𝑏𝑜 khi 𝑛 đủ lớn. Theo công thức (12) ta có 𝑎Γ,𝑖(𝐼𝑛̅) = 𝑀𝑛 + 𝑟
′ − 𝑟. 

Do 𝑄Γ.𝑛 ⊂ 𝑃Γ.𝑛 nên 𝑀𝑛 ≤ Ψ𝑛 ≤ 𝜓𝑛. Điều này giúp ta khảng định tính tuyến tính của hàm 

𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑛̅). 
Hai kết quả dưới đây cho ta thấy 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑛̅)⁡là một hàm tuyến tính khi 𝑛 đủ lớn và một 

chặn trên chỉ số dừng 𝑟𝑒𝑔 − 𝑠𝑡𝑎𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝐼). 
Bổ đề 7. ([7, Định lý 4.10]) Cho 𝐼 là một ideal đơn thức khác không của 𝑅. Khi đó có số 

nguyên dương 𝑝 và một số không nguyên không âm 0 ≤ 𝑒 ≤ dim(𝑅 𝐼⁄ ) sao cho 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑛̅) =

𝑝𝑛 + 𝑒 với 𝑛 đủ lớn. Hơn nữa 𝑝𝑛 ≤ 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑛̅) ≤ 𝑝𝑛 + dim(𝑅 𝐼⁄ ) với mọi 𝑛 > 0. 
Bổ đề 8. ([3, Định lý 3.13]) Cho 𝐼⁡là một ideal đơn thức khác không của vành 𝑅 =
𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑟] có bậc sinh cực đại là 𝑑(𝐼). Khi đó tồn tại số nguyên dương 𝑝 ≤ 𝑑(𝐼) và một số 

nguyên không âm 0 ≤ 𝑒 ≤ dim(𝑅 𝐼⁄ ) sao cho 𝑟𝑒𝑔(𝐼𝑛̅) = 𝑝𝑛 + 𝑒 với mọi 𝑛 ≥ (𝑟 + 1)(𝑟 +


